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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats de la filiere TSI,
comporte 3 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction et
a la présentation des copies seront des éléments pris en compte dans la notation. 1l convient en particulier de

rappeler avec précision les | rétérences | des questions abordées.

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il

le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est
amené a prendre.

EXERCICE
1. (a) Sicetdsont deux réels et k un entier naturel non nul, montrer que

2c+d)(—-1)F —d
k272 '

! (
/ (ct® 4 dt) cos(knt) dt =
0

(b) En déduire qu’il existe un unique couple (a, b) de réels tels que, pour tout entier & > 1,

1

1
/ (at® + bt) cos(knt) dt = -
0

1
(c) Calculer alors, pour tout entier n > 1, la valeur de / (at2 + bt) (
0

DN |

2. Montrer que, pour toutn € N* et tout 6 €|0,7[, 1+2 Z cos(2k0) = sin ((
k=1

3. Soit f une fonction réelle de classe C! sur [0, 1].

1 1
(a) Montrer que, pour tout A > O,/ f(t)sin(\t) dt = f0) = J;(l) o8 )\+§ / f'(t) cos(At) dt.
0 0

1
(b) En déduire que la fonction A — / f(t)sin(At) dt tend vers 0 lorsque A tend vers +oc.
0
4. On considere la fonction f : [0,1] — R, définie par

22042
f“):M

2

si t#0 et f(0)=—m.

(a) Montrer que f est continue sur [0, 1].

(b) Justifier que f est dérivable sur |0, 1] et que f’ possede une limite finie a droite en 0.

(c) Montrer alors que f est de classe C! sur [0, 1].
(d) Vérifier que, pour toutt € [0, 1], (at2 + bt) (% + Z cos(lwrt) = f(t)sin ((2n + 1)7;)
k=1

. , ..
(e) En déduire la convergence de la série E — ainsi que la valeur de sa somme.
n
n>1
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PROBLEME

Dans ce probleme, par “solution d'une équation différentielle”, on fait référence aux solutions a
valeurs réelles définies sur R.
Si f est une fonction réelle continue sur R, on lui associe 1’équation différentielle

y' +y= (&r)

Premiére partie

1. Montrer que "ensemble % des solutions de 1’équation différentielle y” + y = 0 est un espace
vectoriel réel ; préciser sa dimension et en donner une base.

2. On note X I'ensemble des solutions de 1’équation différentielle
y' +y = sin(Az), (Ex)
ol \ est un réel non nul tel que A # 1.
(a) Montrer qu’il existe un unique réel a, que 1’on calculera, tel que la fonction
Sy x+— asin(Azx)
soit un élément de X
(b) Montrer alors que X\ = {z — acosz + Bsinz + Sy(z) ; (a,8) € R?}.

(c) Vérifier que les solutions de 1’équation différentielle (E5) sont toutes 27-périodiques.

(d) Montrer que la fonction Sy est périodique et préciser ses périodes puis en déduire que
I'équation différentielle (E ;) n’a pas de solutions 2r-périodiques.

Deuxiéme partie

Dans cette partie, on désigne par f une fonction continue sur R a valeurs réelles ; pour tout
r € R, on pose

gp(:ﬂ):/o f(t)sin(x — t) dt, gpl(:v):/o ft)costdt et gpg(:ﬁ):/o f(t)sint dt.

1. Montrer que ¢ et @2 sont dérivables sur R et calculer ¢/ (z) et ¢, (x) pour tout z € R.

2. (a) Montrer que, pour toutréel z, ¢(z) = ¢1(z)sinz — p2(x) cosz.
(b) En déduire que ¢ est dérivable sur R et exprimer ¢'(z) pour tout 2 € R.
(c) Montrer que ¢ est deux fois dérivable sur R et qu’elle est solution de 1’équation
différentielle (£y).

3. Soit g une solution de I'équation différentielle (£¢) ; montrer que la fonction (g —¢) est solution
de I'équation différentielle y” + y = 0 et en déduire qu’il existe un unique couple (o, 3) € R?
tel que, pour tout réel z,

g(x) = acosx + Bsinx + / f(t)sin(x —t) dt.
0
4. Application: Soit h : R — R une fonction de classe C? telle que h” + h > 0.

(a) Vérifier que h est solution de I’équation différentielle (£f,) ot f1 = h” + h.

(b) En déduire une expression de h puis montrer que, pour toutréel x, h(z+m)+h(zx) > 0.
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5. Cas ou f est 2m-périodique
On revient au cas général et on suppose que f est en plus 2w-périodique.
(a) Sil’équation différentielle (£;) possede une solution 27-périodique g.

i. Montrer alors que la fonction ¢ est 2m-périodique.

2m
ii. Montrer que, pour tout réel z, f(t)sin(z — t) dt = 0 et en déduire que
0

2m 2w
f(t)sint dt = f(t)costdt =0.
0 0
2m 27
(b) Réciproquement, montrer que si f(t)sint dt = f(t)cost dt = 0 alors toutes les
0

0
solutions de 1’équation différentielle (£¢) sont 27-périodiques.
(c) Si f est la fonction sinus, I’équation différentielle (£;) possede-t-elle des solutions 27-
périodiques ?
Troisiéme partie

Dans cette partie, on considere une fonction f : R — R, de classe C 1 croissante et possédant
une limite finie ¢ en +oo.

1. (a) Montrer qu’il existe A > 0 tel que, pour toutréel z > A, |f(x)| <1+ |¢].
(b) Montrer alors que f est bornée sur [0, +o00].

400
2. (a) Justifier que la fonction f’ est positive et montrer que l'intégrale / f'(t) dt est conver-
0
gente ; préciser la valeur de cette intégrale.

+o00 +o0o
(b) En déduire que les intégrales / f'(t)cost dt et / f'(t) sint dt sont convergentes.
0 0

3. (a) Montrer que, pour tout réel z,

/ f(t)sin(x —t) dt = f(x) — f(0) cosx — / f'(t) cos(z — t) dt.

0 0

(b) En déduire que toute solution de I"équation différentielle (£) est de la forme

Yap: ¢+ f(x)+ (a — f(0) — / f'(t)cost dt) cosx + (ﬁ - / f'(t)sint dt) sin z,
0 0

ou « et 3 sont des réels.
(c) Montrer alors que les solutions de I’équation différentielle (£;) sont bornées sur [0, +o0|.

4. Soit (o, B) € R?; on suppose que la solution y, 5 de (£;) admet une limite finie en +oo.

+oo
(a) En étudiant la suite (y,g(nm)), -, montrer que a = f(0) + / f'(t) cost dt.
- 0
(b) Trouver de méme la valeur de .

5. Montrer alors que 1’équation différentielle (£) posseéde une unique solution, notée Y7, ayant
une limite finie en +oo a préciser, et que Yy est définie par

+oo
Yi(z) = f(x) +/ f'(t)cos(x —t)dt, z€R.

FIN DE L’EPREUVE
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